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ABSTRACT 
In this study, free vibration behavior of the edge cracked isotropic cantilever beam with a 
constant thickness whose width is exponentially varying with variable cross section is 
investigated. Solution of the problem obtained via finite element method by using 
Timoshenko beam theory. Finite element simulation code is developed in MATLAB to 
calculate the natural frequencies. The cracked node as a cracked element is represented by a zero 
mass and zero length spring elements. The stiffness matrix of the cracked element is derived 
from the linear elastic fracture mechanics theory as the inverse of the compliance matrix 
calculated the using stress intensity factors and strain energy release rate expressions. In the 
study, the effects of crack location, depth of the crack, and geometric index and slenderness 
ratio on the natural frequencies are investigated. The examined parameters are significantly 
affected the natural frequency values. 
ÖZET 
Bu çalışmada, içinde çatlak bulunan kalınlığı sabit, genişliği eksponansiyel değişen değişken 
kesitli izotrop malzemeli ankastre bir kirişin serbest titreşimi incelenmiştir. Çalışmada 
Timoshenko kiriş teorisi kullanılarak problemin çözümü sonlu elemanlar metoduyla 
gerçekleştirilmiştir. Problemin simülasyonu için MATLAB’ta sonlu elemanlar kodu yazılarak 
doğal frekanslar hesaplanmıştır. Çalışmada çatlak bir düğüm vasıtasıyla boyutsuz ve kütlesiz 
bir yay elemanla temsil edilmiştir. Çatlak elemanın rijitlik matrisi lineer elastik kırılma 
mekaniği kullanılarak hesaplanan gerilme yığılma faktörü ve şekil değiştirme enerjisi 
salıverinim oranlarına ait esneklik matrisinin tersi alınarak türetilmiştir. Bu çalışmada çatlak 
derinliği oranının, çatlak konumunun, kesitin geometrik indeksinin ve kiriş boy kalınlık 
oranının doğal frekans değerlerine ve mod şekillerine olan etkileri incelenmiştir. İncelenen bu 
parametrelerin kirişin doğal frekanslarını önemli ölçüde etkilediği gözlemlenmiştir. 
GİRİŞ 
Günümüzde özelikle inşaat, makine ve uzay teknolojilerinde yaygın bir şekilde kiriş 
elemanlar kullanılmaktadır. Güvenlik, ekonomiklik ve estetikliğin ön planda tutulduğu 
günümüzde sabit mukavemetli kirişlerin kullanımını zorunlu hale getirmiştir. Sabit 
mukavemetli kirişler kesitleri sürekli değişken olduğundan malzeme tasarrufunu beraberinde 
getirmektedir. Bu nedenle değişken kesitli kirişler pek çok uygulamalarda kullanılmaktadır. 
Ancak bu yapı elemanlarının gerek imalatında gerekse çalışma ve çevre koşularından 
kaynaklı yüzey çatlaklı hasar durumlarıyla karşılaşılmaktadır. Bu yapı elemanlarında çatlak 
mevcudiyeti yapının rijitlik düşüşlerine sebep olmaktadır. Yapıdaki bu rijitlik düşüşü sistemin 
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serbest titreşim karakteristiğini etkilemektedir. Bu nedenle tasarım esnasında bu durumun göz 
ardı edilmemesi gerekir. 
Literatürde çatlak ihtiva eden kirişlerin serbest titreşimiyle ilgili birçok çalışma mevcut olup 
bunlardan bazı referanslar şöyledir; Kısa ve ark. [1] çatlak içeren Timoshenko kirişinin 
titreşim karakteristiklerini Bileşen Mod Sentezi (Component Mode Synthesis) metodunu 
sonlu elamanlar metoduyla birleştirerek analiz etmişlerdir. Bu çalışmada çatlak lineer bir 
elastik yayla modellenmiştir. Kısa ve Brandon [2], çatlaklı kirişlerin özdeğer probleminin 
çözümü için bir sonlu eleman modeli geliştirmişlerdir. Çalışmalarında, çatlaklı yapının 
modellenmesinde Sonlu Elemanlar Metodu, Bileşen Mod Sentezi ve Lineer Elastik Kırılma 
Mekaniği Teorilerinden yararlanmışlardır. Zheng ve Kessissoglou [3], sonlu elemanlar 
metodunu kullanarak çatlak içeren kirişlerin doğal frekans ve mod şekillerini incelemişlerdir. 
Kısa ve Gürel [4], dairesel kesite sahip birden fazla çatlak içeren kirişin serbest titreşim 
analizi için uygulanabilir yeni bir sayısal teknik geliştirmişlerdir. Akbaş [5] fonksiyonel 
derecelendirilmiş çatlak içeren bir ankastre kirişin serbest titreşimini incelemiştir. 
Bu çalışmada, kalınlığı sabit genişliği uzunluk boyunca eksponansiyel değişen değişken 
kesitli kiriş geometrisine ait çatlak durumunu ele alan çalışmaya rastlanmadığından bu kiriş 
geometrisi incelenmiştir. Bu çalışmada çatlak derinliği oranının, çatlak konumunun, kesitin 
geometrik indeksinin ve kiriş boy kalınlık oranının doğal frekans değerlerine ve mod 
şekillerine olan etkileri incelenmiştir. 
TİMOSHENKO KİRİŞİN RİJİTLİK VE KÜTLE MATRİSLERİ 
İki düğümlü ve her düğümü düşey yer değiştirme ve dönmeye   ,v 
 
sahip iki serbestlik 
dereceli bir kiriş eleman için rijitlik ve kütle matrisleri sırasıyla aşağıdaki gibi verilmiştir [2]; 
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burada k=L/2, E Young modülünü, A kesit alanını ve Iz ise z eksenine göre atalet momentini 
ifade etmektedir.   parametresi ise aşağıdaki gibi tanımlanmıştır; 
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burada,  kayma düzeltme faktörü ve G kayma rijitlik modülüdür. Kütle matrisindeki m 
ifadeleri ise   
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şeklinde tanımlanmıştır. 
İki düğümlü ve her düğümü yatay yer değiştirmeye  u
 
sahip tek serbestlik dereceli bir kiriş 
eleman için rijitlik ve kütle matrisleri sırasıyla aşağıdaki gibi verilmiştir [2]; 
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Bu çalışmada iki düğümlü ve her bir düğümü  , ,u v   üç serbestlik derecesine sahip kiriş 
elaman kullanılacaktır. Bu nedenle (1), (2) ve (5) nolu denklemler serbestlik derecesine göre 
birleştirilirse kiriş elemana ait rijitlik ve kütle matrisleri elde edilir [2]; 
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ÇATLAK ELAMANIN RİJİTLİK MATRİSİ 
Çalışmada çatlak bir düğüm vasıtasıyla boyutsuz ve kütlesiz bir yay elemanla temsil 
edilmiştir [1]. Çatlak elemanın rijitlik matrisi lineer elastik kırılma mekaniği kullanılarak 
hesaplanan gerilme yığılma faktörü ve şekil değiştirme enerjisi salıverinim oranlarına ait 
esneklik matrisinin tersi alınarak türetilmiştir [1]. Esneklik matrisi  , ,d u v   serbestlik 
derecesine göre oluşturulursa 
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ifadesi elde edilir.  Esneklik matrisinin tersi (C-1) alınmak suretiyle düğümle temsil edilen 
çatlağın rijitliği bulunur. Sonuçta çatlak elemana ait rijitlik matrisi aşağıdaki gibi olur; 
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Serbest titreşim yapan çatlaksız [6] ve çatlaklı [5] bir kirişe ait öz değer ifadeleri sırasıyla 
aşağıdaki gibidir; 
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burada,  K ,  M , ω ve   d  sırasıyla global halde kirişin rijitlik matrisi, kütle matrisi, açısal 
hız ve mod şeklini temsil etmektedir.  
ÇATLAKLI KİRİŞ MODELİN DOĞRULANMASI 
Çatlaklı kiriş modelin ve MATLAB’da yazılan sonlu elemanlar kodunun doğruluğunun test 
edilmesi için literatürde mevcut olan dikdörtgen kesitli izotrop ve homojen malzemeli 
ankastre bir kiriş ele alınmıştır [5].  
 
 
 
 
 
 
 
Şekil 1. İzotrop ve homojen dikdörtgen kesitli çatlaklı ankastre kiriş geometrisi 
Analizde kullanılan Şekil 1’deki kirişin uzunluğu L=0.2 m,  kalınlığı h=0.0078 m, genişliği 
b=0.025, elastiklik modülü E=216 GPa, kayma rijitlik modülü G=3/8E, kayma düzeltme 
faktörü  =5/6,  yoğunluğu ρ=7850 kg/m3 ve Poisson oranı υ=0.28 olarak alınmıştır. Şekilde 
a çatlak derinliğini, L1 ise çatlak konumunu temsil etmektedir. Hesaplamalar a/h=0.2 oranı ve 
kirişin farklı konumları (L1/L) için yapılmış ve elde edilen birinci doğal frekans değerleri 
Çizelge 1’de verilmiştir. 
Çizelge 1: İzotrop ve homojen çatlaksız ve çatlaklı ankastre kirişin a/h = 0.2 oranı için birinci 
doğal frekans değerleri 
L1/L 0.2 0.4 0.6 Çatlaksız kiriş 
Kısa ve ark. [1] 1020.0137 1030.095 1035.284 1037.0189 
Ke ve ark. [7] 1020.098 1029.853 1034.932 1037.0106 
Akbaş [5] 1021.6 1031.2 1036.2 1037.09 
Şimdi 1020.046 1030.004 1035.196 1036.932 
ϴ 
y, v 
x, u 
a 
L1 
L 
h 
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Çizelge 1’den de görüleceği üzere literatürle uyumlu sonuçlar elde edilerek modelin ve 
yazılan sonlu elemanlar kodunun doğruluğu sağlanmış oldu.  
PROBLEMİN TANIMLANMASI VE İRDELENMESİ 
Bu çalışmada ele alınan Şekil 1’ deki ankastre kirişin üstten görünüşü Şekil 2’de olduğu gibi 
kabul edilerek hesaplamalar yapılmıştır. Çalışmada Al2O3 malzemesine ait geometrik boyutlar 
ve malzeme özellikleri L=0.2 m, h=0.005 m, b=0.02 m, E=380 GPa, G=3/8E, ρ=3950 kg/m3, 
υ=0.3,  =5/6 alınmıştır [8].  
 
Şekil 2.Kalınlığı sabit genişliği eksponansiyel değişen izotrop ve homojen ankastre kiriş 
Literatürde farklı değişken kesitli türde birçok çalışmalar yapılmış olmasına rağmen genişliği 
uzunluk boyunca eksponansiyel değişen değişken kesitli kiriş çalışmaları pek az sayıdadır. 
Literatürde bu geometriye ait çatlak durumunu ele alan çalışmaya rastlanmamıştır. Bu nedenle 
çalışmada bu geometri ele alınmıştır 
Bu çalışmada genişliği aşağıdaki fonksiyonla tanımlanmış kirişin farklı (a/h) çatlak derinliği 
oranları, farklı (L1/L) çatlak konumları ve farklı ( ) geometrik indeksleri için doğal frekans 
ve mod şekilleri incelenmiştir. 
 ( )
x
ob x b e
   (12) 
burada bo kiriş genişliğinin yarısıdır. Fonksiyondan da anlaşılacağı üzere 0   hali 
dikdörtgen sabit kesitli kiriş durumuna karşılık gelmektedir. Dolayısıyla çatlaklı kiriş modeli 
ve MATLAB’da yazılan sonlu eleman kodu burada geçerli olmaktadır. Analizler çatlak 
konumu L1/L=0.2 için farklı geometrik indekslerin farklı çatlak derinliği oranları için 
yapıldığında ilk üç modun değişimi Şekil 3’te verilmiştir. 
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     L
1
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Şekil 3. Çatlak konumu L1/L=0.2 için ilk üç modun farklı geometrik indekslerin farklı çatlak 
derinliği oranlarıyla değişimi 
 Şekil 3’tende görüleceği gibi geometrik indeksin artmasıyla birlikte doğal frekans 
değerlerinin düştüğü aynı zamanda çatlak derinliği oranının (a/h) artmasıyla da 1. ve 3. mod 
doğal frekans değerlerinin düştüğü gözlemlenmiştir. Ancak 2. moda ait doğal frekanslarının 
çatlak derinliği oranından pek fazla etkilenmediği görülmüştür. Analizler 0  , 1/ L   ve 
farklı çatlak pozisyonlarının (L1/L) farklı çatlak derinliği oranları (a/h) için yapıldığında elde 
edilen ilk üç modlara ait değişimler sırasıyla Şekil 4 ve Şekil 5’te verilmiştir. 
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Şekil 4 Geometrik indeks 0  için ilk üç modun farklı çatlak pozisyonunun (L1/L) farklı 
çatlak derinliği oranlarıyla (a/h) değişimi 
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Şekil 5 Geometrik indeks 1/ L  için ilk üç modun farklı çatlak pozisyonunun (L1/L) farklı 
çatlak derinliği oranlarıyla (a/h) değişimi 
Şekil 4’ten görüleceği üzere çatlak pozisyonu ankastre uçtan serbest uca doğru 
kaydırıldığında 1. modun frekans değerlerinde bir artış gözlemlenirken 3. mod ta tersi bir 
durum gözlemlenmiştir. 2. mod ta ise frekans değerleri ankastre uçtan L1/L=0.6 ya kadar bir 
düşüş ve bu konumdan sonra tekrar bir artış görülmüştür. Ayrıca her üç modun frekans 
değerleri çatlak derinliği oranının artmasıyla da düştüğü görülmüştür. Şekil 5’e bakıldığında 
ilk iki modun karakteristiği Şekil 4’teki ile aynıdır. Ancak, 3. modun karakteristiği Şekil 4’ün 
3. moduyla kıyaslandığında farklılık arz etmiştir. Bu da geometrik indeksin bir etkisi olarak 
yorumlanabilir. Öte yandan, analizler çatlak konumu L1/L=0.2 için farklı geometrik 
indekslerin çatlaksız ve farklı çatlak derinliği oranları için yapıldığında ilk üç modun değişimi 
Şekil 6’da verilmiştir. Şekil 6’dan görüldüğü gibi çatlaksız ve çatlaklı durum için geometrik 
indeksin ve çatlak derinliği oranının artmasıyla birlikte 1. Ve 3. Mod doğal frekans 
değerlerinin düştüğü görülmüştür. Buna karşılık 2. modun frekans değerlerinin geometrik 
indeksin artmasıyla düşerken, çatlak derinliği oranının artmasıyla da pek fazla etkilenmediği 
gözlemlenmiştir. 
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Şekil 6. Çatlak konumu L1/L=0.2 için ilk üç modun farklı geometrik indekslerin çatlaksız ve 
farklı çatlak derinliği oranlarıyla değişimi 
Diğer yandan analizler, farklı geometrik indekslerin ( 0  , 1/ L  ) ilk üç modun frekans 
boy kalınlık oranı (L/h) değişimi için yapıldığında elde edilen değişimler Şekil 7’de 
verilmiştir.  
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Şekil 7 0  ve 1/ L  geometrik indeksleri için ilk üç modun frekans boy kalınlık oranı 
(L/h) değişimi 
Şekil 7’den de görüleceği gibi boy kalınlık oranının artmasıyla birlikte ilk üç modun frekans 
değerlerinin düştüğü bununla birlikte geometrik indeks değerinin artmasıyla da frekans 
değerlerinin düştüğü gözlemlenmiştir. 
SONUÇLAR 
Yapılan analizlerden elde edilen sonuçlar kısaca şöyle özetlenebilir; geometrik indeksin ve 
çatlak derinliği oranının artmasıyla yapının doğal frekans değerlerinin düştüğü ancak ikinci 
modun çatlak derinliği oranından pek fazla etkilenmediği görülmüştür. Çatlağın konumu 
yapının titreşim karakteristiğini önemli ölçüde etkilediği ve farklı geometrik indeksler için 
boy kalınlık oranının artmasıyla birlikte modalara ait doğal frekans değerlerinin düştüğü 
gözlemlenmiştir.  
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